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i. Ist f (3, tf>) tine Fjnktloa von xwel Winkeln Smtd ifi, so kann man sie 
bekanntlich nach Laplace *) In eine Reihe 

». + fi + T. -H ■ ■ + T. + • • • ■ >■ 

entwickeln, wo Y. ein Polynom von cos 9, sin 9 sin i^ und rin 9 cos ^ von 
n"* Gnde ist, bestimmt durch die Gleichung 

If. = ^-^^^ fsiaG!dS' fne', ^') P. d^' 

Setzt man, um abxokUrzen, cos 9cos6' -j-slnSsind'cQS (yr—^') = p, lo 

isl hlerP. der CoelBcient von r* In der Entwicklung von (1 — 2rp4'r') ^ nach 
Potenzen von r und ein ähnliches Polynom, wie Y,. Beide Polynome nämlich 
P, wie Y, sind pamkuläre Integrale der partfellen Dlfferentialgleichang 



d . 8in e 



dö 1 _ d «y 



sin e -de sin*9 d^)' 
Ist die Punktion f unabhüng^g von tfi, so wird 



+ irni5di +"'"+'"=» «'■ 



Y. = 



^^^ ft (9') Bin 9' de' /P 'dV* 



Nun kann aber nach Laplace **) P. unter die folgende Form gebracht 
werden 

P, = 5|]^ a^. P^. P"^. cos m (V— V') 
wo a^. eine Constante, und P^. ein Polynom von cos 9, oder, wenn man 
cos 8 = x setzt, von x ist, welches der Gleichung gmttgl 
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d. Pa- 
Substituirt man diesen Ausdruck von P. in das Integral / P.dtf/ und bem^kt, 

dags / cos m itf> — y/} Ayp' = o ist, ausser i^ ni~o, in welchem Falle es 
:= 2n wird, so erhält man 

Y, = ^- a.. /|'f(x') PV. dx' 

Eb ist «ber v^a^.- P.,. dtSBelbe Polynom von cos 9 oder x, welches P, von 
p isl. Bezeichnen wir daher mit X, und X\ das, was P. wird, wenn man darin 
X oder x' statt p setzt, so erhäR man 

Y. = lf±I X. /V(x') X'. dx 

und obige Reihenentwicklung wird 

fCx) = AoXo + A^X, + ■- +A.X+ ■■■ V. 

wo A. = i=±^ /'f(x')X'. dx' ist. 

Was die Convergenz solcher Entwicklungen nach Polynomen X betrifft, so ist 
sie durch die Ableitung derselben ans der Reihe I. Ißr zwei Variable , deren Con- 
vei^enz streng bewiesen ist»), ausser Zweifel gestellt, vorausgeselzt , dass f(xl 
innerhalb der Grenzen x = + 1 und x = — t endlich bleibt. Indem der entgegen 
gesetzte Fall die CoefBcIenten A unendlich und mithin eine solche Bntwiddung unmög- 
lich machen wUrde. 

Die partielle Diflerentialgleichung III. reducirt sich in diesem Falle auf 
dy 
d.{t— x')5^ 

-^ + n (n + l) y = o VI 

und X. = y ist ein partikuläres Integral derselben. 

AtwsCT dieser Dlfflarentlalgleichung genügen die Polynomen X bekanntlich der 



Cn 4- 1) X^ — {2n 4- 1) X . X. + n X^, = o 
Nach Potenzen von x ausgedrückt sind-sie 

X, z=l, X,=x, X, = »X'— I, Xa- ix' — 4x u. s. f. 
und allgemein 
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1.3.ä.. (2n-l) , . 

I.2.3...11 l. 2(2n— 1) * ^ 2.4.(2ii-l)(2n-3)' 

Zwischen den tirenzen x = -f- 1 und x =: — I schwankt ihr VferÜi swischen 
denselben (lenzen und an diesen Grenzwerthen von x erhalten täe den numerischen 
Werth 1. Auch Isl bekannt, dass sie die merkwürdige Eigenschalt besitzen, 
dass, wenn n und m ungleich sind, 

/ X, X_ dX = O yjjj 

und wenn n:=m ist, 

/'X' dx =: iL— ,- 

-' ■ 2n + l "• 

Ist. 

Seit Legendre diese Polynome in die Analysis einflihrle*), sind sie fast 
in allen Zweigen der mathematischen Physik angewandt worden und es mag daher 
einigerm&ssen befremden , dass man das zweite partikuläre Integral der Gleichung 
VI., von welchem man voraussetzen konnte, dass es mit diesen Polynomen in 
nahem Zusammenhange stehe, noch nicht näher untersucht bat. In einer Arbeit 
über die Wärmevertheilnng InEiiipsoiden **) hat Heiae dieses Integral in Form einer 
unendlichen Reihe angewandt und zugleich aus der Reihe eine Relation gesucht, 
millelst welcher dieselbe f^r die verschiedenen Werthe von n allmähllg berechnet 
werden kann. Sonst ist mir über diesen Gegenstand nichts bekannt geworden. 

Die Aufsuchung nun dieses Integral in endlicher Form und die Untersuchung 
seiner Elgenschaflen Ist der hauptsächliche Inhalt des Folgenden, und es wird sich 
hiebel auch zugleich das vollständige Integral der partiellen DlfTerentlalgleichang 
III. in einer (Ur die Anwendung brauchbaren Form herausstellen. 

2. Das Polynom X. ist ein partikaläres Integral der Gleichung 
dX. 
d.(l-x')-j^ 
^ h n(n+l) X. = 

kt niB y eine andere Fanktion von x, welche dieser GIdvhuiig gei^gl, so 
hat man 

dy 

^ + n(n + I)y = o (1. 

*) Ac i. Sc 17B4. ,3echer<^M wr la Sgaiv dsf Pinilet.'^ 
•♦) Crelle'» JOQrn. Bd. XXVI. 
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Aus dieBen beiden Gielchungen folgt sogleich 
dX. 



dx " 

oder 

mllhin 

WO C eine beliebige Constante bezeichnet. Hieraus ergibt sich 

als das vollsländige Inlegral dei' gegebenen Differenlialgieichung. C ist hier eine 
zweite willliUrliche Constante und C'X. das bekannte partikuläre Integral, während 

das zu bestimmende andere Integral ist, welches ich mit Y, bezeichnen will. Man 
sieht nun zunächst, dass 

/ i^ _ fjx_ , ^ /• 1^ X.' dx 
Cl-x»)X.> -J l-x> "»"^y 1-x' 'X.' 

ist. Das erste dieser bitegrate Ist = j Ic^ - — — und es wird mithin 

1 Y' 

wenn ■ _ -^ = 0. gesetzt wird. Da X.' lür x = + 1 den Werlh + 1 an- 
nimmt, so Ist 1 — X.* duroh 1 — x^ theilbar und mithin Q, ein Polynom vom 
(2 n — 2)*" Grad mit nur geraden Potenz^ von x. 

'Nun hat aber Legendre gezeigt, dass die Gleichung X, — o weder ima- 
ginäre noch gleiche Wurzehi hat , und man kann sich davon leicht auf folgende 
Weise überzeugen. Wäre z. B. x = a -f- h i/ — 1 eine Imaginäre Wurzel der 
Gleichung X. — o, so mosste x = a — b |/ — 1 ebenfalls eine Wunel deser 
Gleichung seyn , und man könnte daher X. =: [(x— a)*-|~^l9 setzen, wo tf ein 
Polynom von (n — 2)"" Grade wäre. Dieses y könnte man sich durch eine Reihe 
von X ausgedrückt denken, und da der Index aller darin vorkommenden X kleiner 
als n wäre, so mtlsste nach VIIl. / X. 91 dx.= o, also auch 
/■{(x— a)»+b»Iy»dx=o 
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seyn, was offenbar unmögUch l8t, <üi alle Elemente des Integrals posiliv sind. Auf 
dieselbe Wefse lüsst sldi bewfdsen , dass die Gleichung X. := o auch keine gleichen 
reellen Wurzeln bat. 

Da ferner X. nur gerade Potenzen von x enthält, wenn n gerade, nar 
ungeruile, wenn n ungerade, so hat die Gleichung X^ — o, (die Wurzel x=of)lr 
ungerade n ausgenommen) je zwei numerisch gleiche Wurzeln von verschiedenen 
Zeichen. Bezeichnet man daher die posiliven Wurzeln von X, = o aül a, ß, y :' ; 
so kann man setzen, wenn n gerade 

X. =M(x»-«»)(x» ß')(x*-y^--- 
und wenn n ungerade 

X. = M.x (x»-c«) {x' — ß*) (x' — y»)... 
wo M der CoefBclent von x" in X. ist, also In beiden Füllen 
1.3.5... C2n — 1) 



H = - 



.2.3. .n 



Dieses vorausgeschickt , wird man nun, wenn n gerade, _ auf folgende Art 



In Partlaibrüche zerlegen können. 

0. _ A^ -f BjX' , A, + B,»' 



Cx»- 






-ß") 



T+- 



FUr jeden soldien Partialbruch erhält man In dem Integral 
Ausdruck von der Form 

log^_ 



^ dx einen 



2«»(a'— X») ^ 4c 
und man hat also 

X. xt1»--£ 2.» ■jr=?" + '^S ^^., ■ lo«;^- 

WO sich das Summenzeichen S auf alle positiven Wurzeln von X, ^ o erstreckt. 

Setzen wir nun X, / ^ dx = — Z. und sobstltuiren wir Y, =: ^ X. 

log r—- — Z. statt y In die Gleichung (!.>, so «rhült man, da X. ein Integral 

dieser Gleichung ist, mithin bei der Substitution der Coefhi^entvon log Null wird, 

für Z. folgende Gleichung 



. (l-x^- 



...-^ + „C«+l)Z.=2.!^' 
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Selzl man hierin tür Z. den oben für — X. / ^ dx gefundenen Ausdruck 
und Ttisal ulleGUeder, welche ein Polynom geben, unler der Bezrtchttwng fl zn- 
Mmmen, to ralffl, da die Coeffidenten von kw ** '^ , log "-'^ , ■ ■ Null werden, 

«fehl durch a" — x* 

theilbar und die Gtieder unter dem Summenzeicheh könnai sich niohl gcgenseiUg 
aurheben, Indem alle Wurzeln a, ß, . ^ von einander verschfi^ilen siml. Soll also 
diese Gleichung für alle Werthe von x bestehen, so niuss 

A, = B, a» , A, == B, /*» , A3 = ß, y* u. s. f. 
sein. Hierdurch wird 

«• _ R "' + '■' . FL !»'+'■' . 

xj '^ - iTZT« + ^i^T« + ^ i>— T- *■ 



/! 



^- = - ^As '^- = 



:ri;^ ■ ' (c. 

Ist also n gerade, wie ich voraussetzte, so ist Z. ein Polynom vom (n - 1)*" 
Grad und enthült nur ungerade Potenzen von x. 

Die CoefGcienten Bj, B,, . . . können aus der Gleichung 

n ~ ^~^ — TR °' "^ ^' VI 
1— x' (o*— x')' 

bestimmt werden. Setzt man nttmUch hierin fllr x der Reihe nach »Ue ferschie- 
d«ien Wurzeln von X.=o, so erbjflt man 

"'~ ~JF ' 2«» (!-«•) ia*~ß*V (b'-j-*)'.. . ' 
i 1 



"M' 2ß* a~ß^) (ß*~u*y (ß*. 

0. s. f. 



Ist n ungerade, so ist bei der Zerlegung von -^ in PwHalbrüche noch der 
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Bruch ~ beizuftiyeii, welcher in Integral /^dx das GUed -' und mithin 

Y 

in Z, das Glied B. — hervorbringl, so dass in diesem Falle 

Wird. Ist also n ungerade, so ist Z, ebenfalls ein Polynom vom (n—l)"" Grade 
und enthält nur gerade Potenzen von x. Die CoelEcienlen B^, Bj, . . bestimmen 
sich auf dieselbe Art wie vorhin, wie folgt : 

__^ __1 

^ -m^ l^Cl-^*) (ß'~a')* OJ'-y')'... 
n. s. f. 

Was Bw anbeWfll, so ergibt es sich = ^j- • ^, , ^ Es ist aber 

M. «'(SV' ■ <^" V™ * unabhängige Glied in , welches aus der Fonnel fiir 

X. in n* 1. = (-1) ' 2 46 (n-^1) 8®*^*'™ "*^' ""^^ '"* ' 

R _ 2 M'6 ' ..(n-ir 
"■~ " 3*5'7'. .n« 
Man sieht auch sogleich, dass, während Zj,3=o wird, lÜr x=0, Z,^ sich 
X. 
für diesen Werth von x auf das GUed B,. — reduzirt, ndtUn 

wird, ffir x=:o. 

üeberhiupl wird ffir irgend eine Wurzel x=a der Gleichung Xj. = o 

_ 1. 2. 3. . ■ 2n 1 

^" ~ 1. 3. 5. . . (4n— l) ■ 2o (l-o') C<"'— I»') ("'->■') • • ■ 
und fiir Irgend eine Wurzel z=a der CHeichuogX,^, =0, die Wurzel z- o ausge- 
nommen , 

1. 2. 3 (2n+l) 1 . 

^*' ~ 1. 3. 5. . . . (4n+l) ■ 2«" (1— o") (o-— /»') (o'-r") ■ • • 
und man siebt daher, dass Z, und X. nie zugleich Null werden können. 

2 ; ; 
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Es ist min das geanchte Integral 

Y. = ^ X, rog 1±^ -Z. (3. 

der Form nach vollkommen bestimmt. Wir werden später fllr Z, von den Wurzeln 
a, ß, . . . unabhängige Ausdrücke erhalten; lUr jetzt sei nur bemerkt, dass aus 
der Herleltung von Z, sich unmittelbar ei^t, dass Z.=:o und Z(=:l ist. 

Ich habe bei der Aufsuchung des Integrals Y. keine Voraussetzui^ In Besiig 
auf den Werth von x gemacht Es gilt mithin sowohl rürx< lalsftlrz > 1; 

nur Ist in dem letztern Falle \ log ^^^ statt 4 log -i^ fllr i^rz-i ™ ndimen, 

nfOJn 

y, = i X. log ^ - Z. (3/ 

In dem Folgenden werde ich zunücht Immer x < 1 voraussetzen, wenn ich 
nicht das Gegenthell bemerke and man wird leicht unterscheiden, welche von den 
erhaltenen Ausdrucken auch fllr x > 1 gülHg bleiben. Später werde Ich den Fall, 
in welchem x > 1 ist, nodi besonders betrachten. 

3. Ist Y_ ein solches Integral der Gleichung i.), wenn man darin m statt n 
setzt, so hat man die beiden Gleichungen 

, ''■ t*-« > dT + m (m+1) Y,=o 



d 


(1 


-x-)2= 










' dj 


+ n 


("■+« 1. 






dl 






woraus 


■Oflelch folgt 






(1- 


-j')(t. 


dY. 
dx 


-•1^ 


Hui 


tst aber 






(1- 


-I") 


(^-S 


- T 


•^) = 



) + [n (n+l) — m (m+l)] /Y. T. dx=o 

Da nun a log a:=0 und «t 1<^' a=o Ist, wenn 0=0 wird, so erhält man, 
wenn man das Integral von x^^-^l bis x = ' — I nimmt 

[n (n+l) — m (m+1)] / Y.Y.dx=(ZJ(,-Z.X.)^ ,-(Z.X.-ZJC).^_. 

Da nun Z immer um einen Grad niedriger ist als X mit gleichem Index, so 

enthalten Z.X. und Z.X_ nur ungerade Poteiumi von x, wenn n und m bebte 



yGoogle 



11 

gende oder beide un^eride sind, hingegen nur gerade Potenzen von x, wenn eine 
d&r Zahlen n, m gerade, die andere ungerade ist, und da ferner X=:l ist fllr 
x = l, so folgt, wenn man otil (Z^ dfm Werlh von Z. bezeichnet filr x:=l, 
/'yy d«~2 CZJ-(ZJ 

wenn n-t-m gerade ist; ist n + m ungerade, so Ist das Integral = o. 

Um nun den Werth von Z. fUr x = 1 zn finden , bemerken wir zuerst , dass 
die wiederholte Differentiation der Gleichung (1.) 

<!-»■) ^-2x^ + n (n+l) X.=o 

gibl 

C'-«') ^^ ~2ni»- ^ + l" (»+l)-»> (m-l)] ^r = » 

Setzt man hierin x = i and beseichnet Bit (-7:^ ) den Werth von - — 



r x=:l, 80 erhält man 



C^\\ _ ii(n+l) — m(m-l) /d-'X.N _ (D— m-j-l) (n+m) ^ J— 'X. N 
Kil3rJ~ 2m \i:e^'J~ 2m \iM^' J 

also 

/-dX.N _n(n+l) /d■X.^ _ (n— l)n(ii+l)(n+2) 

Eben so eriiält man aus Gleichung (2.) durch wiederholte DifferenUation 
a-x-, ^ ■- 2mx .:g + ,^m+.,Cn+m, ^1 = 2-^ 

Setzt man hierin wieder x = 1 and bezeichnet mit ( -j-^ ) den Werth von 

-- — - für x^l, so folfft hieraus, mit Hilfe des eben erhaltenen Werths von 

dx" , 

/d-X.\ 



m 



/d^N _ (n-1) n (n+1) (.+2) 



(d'Z.\ 1. 2. 3 ... 2n 
d?) = OiTTT^ f« - «+i+i- +»I 



2* 
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D» aber Z, nur vom (n— 1)*- Grade Ist, so muss j-Nullwerden;foIglichl8t 
Zugleich erhäd man 

woraus sich Z. nach Potenzen von 1— x darstellen Hesse. 

Vermöge des ehen erhaltenen Werthes von (Zj wird nun, wenn n > m and 
n + m gerade Ist 

/ T.Y.dx=2. m+l ^ m+2 ^ ^ n (f. 

~' fm— n){m-f n+1) 

Man sieht hieraus, dass das Integral Y nicht die der Gleichung /' X,X.dx=o 
entsprechende Eigenschaft der Punktionen X besitzt. 
4. Aus den beiden Gleichungen 

4 (4— ■) ^ 

-fi-+Ma+l)Z. = 2^ 



^ (- m (m + i) X.=o 

folgt, wie im vorliergelienden n.*, das Integral 

[11(11+1) — mCni+DJ /' Z.X.di=2 /' X.l^dx 
-1 -[ dx 

ond wenn man n mit m vertauscht, und die so erhaltene Gieichunir zu dieser 
Bddirt, ' 

[n(n+l)_m(m+l)j/' (Z.X.-Z.X0di=2/" ~^ix 

Bemerken wir nun, dass «ermöge der Gleichung Vin. eines der beiden Inte- 
grale /z.X.diund/z.X.dx Immer Null sein muss, nämlich dasjenige, in 
welchem der Index von X grUssor ist als da von Z, so reduzirl sich die vor- 
siehende Gleichung auf folgende, wenn wir n>m annehmen, 

[n(n+l>--m(m+0]/] Z.X.dl = 2(X,XJ._+,_2 CX.XJ._. , 
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ffleraug ergibt sich 



z.x.dj£ = 



" (n — m) (n+m-f-l) 

wenn n > m und n-f m ung^^de isL Ist eine dieser Bedingungen nicht erfUill, 
so ist das Integral Null. 

Combln'ren wir endlich noch die beiden folgenden Gleichungen 



d. (1- 



d. d-Jt') 



^— + n (n+1) Y. = o , - 

auf fihnUche Weise, so erhAlt man, da 
d-x') Y.-^ =0 und (l-x')X. ^^^ 



dX. 
dx 



also 



dx ^" " ''^ dx 

[n{n+l)~m(m+i)]/'Y.X.dx=— (XXJ: 
;'Y.X.dx=- 



4- m (m+l) X. = o 
^ X, X. wh-d, wenn x = + 1 ist, 



,.+(X.X.).. 



"(ftr-m) (n+m+l) 
wenn n+m ungerade ist; im en^gengesetzten Falle Ist das Integral =o. 

Addta't man die beiden zuletzt erhaltenen Integrale, so «-gibt sich zugleidi, 
wenn n-j-m ungerade ist, 

vorausgesetzt, dass n > m isL 

löltelst der vorhergehenden Integrale erhält man nun (nach V.) sogleich fol- 
gende Entwlcklnngen nach Polynomen X 

2n— l „ , 2n— 5 , in— 9 



iX. log tI^ = S 



±gm+l) 



r. = 4 X. log 



(n— m) (n+m+l) 
1+x , T 2m+£ 

1- 



-Z.= Z 



(t 
(5. 
(6. 



(m— n) (n+m+l) 

wo die Summe S in 5.) und 6.) sich auf alle geraden Zahlen erstreckt, wenn n 
ungerade, und auf alle ungeraden, wenn n gerade und In 5.) alle CoefEclenten 
der Reihe positiv zu nehmen sind, In 6.) hingegen jedes Glied mit seinem Zeichen 
zu nehmen ist, wie es die Formel gibt. 

Durch diese letzte Gleichung ist also das vollständige Integral der Gleichung 
1.) auf eine Reihe von Polynomen X znrtickgenihrt. 
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0. Es Ist einer der grossen Vorthelle, weldie die EntwicUnn^rM von Punk- 
lionen nach X gewähren, dass, wenii zwei willkürliche Funktionen /(x) und q)(x) 
aur diese Art entwickelt sind, nümlldi 

y(xj = A,X, + A,X, + A.X, + -.- + A.X. '+ -.- 

^x) = A'A + A',X, + A'.X, H + A'.X. H 

man sogleich auch das Integral / }'(x) gi(_x) dx in Ponn einer Reihe angeben 
kann. Es wird nämlich, wenn man die beiden Reiben mit einander mulUplidrl, 
und dann zwischen den Grenzen x ^ + 1 integrirt, vermöge der Gleichungen 
VUL und IX. 

j/'yCx)yWdx = A.A'.+ J-A.A', + tA,A', +...+ 2^-^-^ A.A'. +-.. 

Diese Bemerkung gibt das Mittel an die Hand, den Werth der Im vorigen n* 
gegebenen Integrale zu bestimmen, wenn a = m Ist, in welchem Palle dieser Werth 
nicht unmittelbar aas der Differentialgleichung erhalloi werden kann. Es wird 
nfimlich 

.t' ™. . 2n— 1 , 2n— 5 2n— 9 

€ ^^ = TT^ + m^r + ö^öii^ + - 

und 

+> 2m-|-l 

W, f- l« = 2 (■_»)■ (n+m+D- 
Diese Resultate lassen sich lelchl auf eine einfachere Form bringen, wenn 



■ _■ 2m+l 1 r 1 * T 

man bemerkt, dass -r— — ; — . .,. := s~.-7 I z :t — ■> — ; — T~r:7 I 

' (n— m)' (n+ai-f-l)' 2n+l LC"— m)' (m+n+l)'J 

ist. Hiednrch vrird 

2.^1 2n-5 __»_/i L_i_± 1—4. ^ 

IXZn)' 3"(2n— 2)' "•" 20+1 U" (2ii)""'"3= (2n— 2)""'"'7 

Die lelzl«a Glieder der Reihe auf der rechten Seile sind .— ;- ;r-i 

(n— 0" (n+2)' 

wenn n gerade und -r — , . .^. wenn n anfferade. Addirt man daher tan ersten 
n' (n+1)' ^ 

'•"4 + p + ^H-+i, lm«w«.e4 + ^ + i+...+ 5^ 
und zieht dieselbe Grösse zugleich ab, so wird die rechte Glelchungsseite 

jsVl[c'+2A + p + -+^) -(jA + p + ^+.+ ^j.)] 



(2n)-- 

f.^J j_ » , ,1-» 

4 2i4-i 



' Sc'+^ + Ä+-+^) 
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und mithin 



Ebenso geben die Glieder der Reihe für | / Y,' dz von m = n -f- 1 en 

2n+l " + 3^ + 5I + ■ ■ ) — ^^ ((2n + 2)' "^ (2n + 4)' "* j 

und wenn man Dir die Glieder bis m := n — 1 Ihren oben gelundenen Werlh setzt 
und die negatlren Reihen vereinigt, so kommt 

2^^ ('+27+37-1 '"jri/+ ^fl (•^(2m+l)' ~ ^. (Jm)-/ 
Ndb ist aber 

■ A'*' = 2Si:j(n + ' + ^ + ^+- + i^) (b- 

Da nach CHeichang (5.) l i XI (log 7-^' <^ denselben Werlh hat wie 
I / T,* dx, so erhält nuui mglelch 



Da wir nun früher (Zj =l+-^ + -=-+-' + — gefunden haben, so 

müssen diese beiden ZahlenausdrUdie gleich sein. Diess ist leicht zu beweisen. 

Es ist nämlich aUiremein ^ 7- = ; — - , und Uemit 

^ (n— mKn+m-J-i) n— m n+m+1 * 

erhält man durch eine ähnUche Umfomittng wie im vorigen n*. 

2n-l 2n-5 _ /, . 1 . i . . 1\ /'.' .' , jj.^ 

1.2n "'"3(2n-2)'' \ "T"*' 3 "*■ ' "Hr/ ^2 ' 4 ' 6 ' '"^J 

= i(' + l + l+- + l) 
■Im ^ - . 1 I * . . 1 

Ö« = »+? + T+-+T (t 
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Man ersieht aber zagMeb aus Gleichung (4.), dass dless der grdsste Werth 
ist, welchen Z. innerhalb der Grenzen ä := -f ^ ^^ ^ = — ^ haben kann, 
oder viebnebr, daas Z. innerhalb dieser Grenzen immer kleiner ist, als diese &össe. 

Aus Glejchnng (4.) könnte man duroh Substitution der Polynome von x an 
die Stelle der X unmittelbar einen Ausdruck von Z, nach Potenzen von x erhallen. 
Dieser Ausdruck würde jedoch sehr verwickelt. Bemerkt man aber, dass zwischen 
den Polynomen X die Relation besteht VII. 

' • ^ = -^Tr '^ + 2vqn '^ 

und setzt num 

X" = aV> X, + a«;* X-' 4- a5'> x-* + ■ ■ ■ 
so erhält man folgende Relationen zwischen den Coeffidenten a 

• 2n+l ■ ' * 211+1 * ^2n+l • ' 

"'■'=&-i ■'''''''+2^+1 '''-•' '■'■'■ 
mit deren Hilfe sich Z, auf folgende Form bringen litsst, welche nur die Co^- 
cienten von X, enthiilL 

Z. = .S-)i— + i.aWji— +|.«li— +•■■• (7. 

+ ■*'' x^p 

Da es schwer wäre, am den vorhergehenden Formeln auf die Natur des Z, 
zu schUessen, zumal wenn n sehr gross ist, so will idi noch eine Näherungs- 
formel für Z, ableiten unter der Voraussetzung, dass n eine sehr grosse Zahl Ist 
und> bediene mich hiezu der NSherungsformel, welche Poisson unter derselben Vor- 
anssetcung ßlr X. ableitete und zu Convergenzuntersuchungen bentttzte *), nfimllch 

WO X = cos S gesetzt Ist; eine Formel, welche jedoch nur gilt, so lange B 
nicht sehr nahe == 0, oder x nicht sehr nahe = 1 Ist 

Da fn Gleichung (5.) die Summe der Glieder anf der rechten Seite bis m ^ 
n — 1 inclusive nichts anders Ist, als -jZ., so Ist, wenn wir in dem Rest der 
Reihe n -1^ v statt m setzen: 



i!i,lc.gH^-iZ.= Z 



2ii + 2y+1 
,(2n + v+l) 



Nun ist aber --r — ; --j^ = — -f - — -^ — —■ . Bezeichnen wir daher 

v(2n + v+l) T 2n+v+l 
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die Snimne mit S und vernachlässigen wir die Glieder, welche mit der sdir grossen 
Zahl 2n 4- V -f 1 dJvidiri sind, so wird S := ^ — X^. Setzt man hierin fUr 

vernacniassigi wieder uuedcr aer uninung 

gegen solche der Ordnung — , so wird 

WO in der Summe X Tür y alle ungerade Zahlen zu nehmen sind. Sei nun, um 
abBukttrzen, (n 4' ^) @ — '<" = a , so Ist 

J — cos (v©^-«) = cos o (coB 9 -}- i cos 3e + i cos 59 + . . . 

— sin a (sin 9 + i sin 39 + I sin 59 + . . . 
oder, da 

sin 9 + 1 8in39H = ^- 



■) Um die BcufllHuif der nihnrnpfonnel für X, inr Saimnulioii la raehttertigMi, hi PoI- 
(cadea boMTfct. Poittoa Mlit X.^dcoii8-}*''**''>*^i wor^ \/ii(ii^.1] , lubtituirt 
dieMB Atwdnick \a Gieiebimg (1.) nod MUt MdtOD die Coetficienten von cos ■ 6 und lin eO 
eüueln = Nnll, wodurch er nir Beitimmuiig von u und n' die beiden Gldchunfen 
du co89_ 1 ri*a' do' cotQ \ 
d9 ~^ " nä~e ~ 7 Vd9» d9 " fiaS/ ' 
dn ,«Mi9 1 W*u du cm9\ 

dis"^" ri^~ ~ • \Äe* döriTe-' 

eiklll. PoiMOB venUMUiuigt aun die mit ~ multiplidrten Giieder, worin« n V*'" 9 ^ H oda 

tf Kita8'= B* und necb Bedimnung der beiden Conitaalen H nnd ff obiger Anadradi 

1 
Kr X. folgt Berflekiichtigt nun aber nocli dH erM PoM» voa — , eo konat Im dea Aoednck 

rar X. noch du Glied 

+ lv;^ri^J- 8n+4 «"Lf-' + DÖ + Tj 

biiun, welchee fai Z, ein Glied 

berrarinisfea wQrde. Die«ei iii aber tob der OtAinng derjenigen, wdebe in der Hibeninp- 
bnael ftr X» TeneeUiMigt dad, and aach hier vemacUiMgt werden. 

8 
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co.e+}co.39+....= ilogj--j^ 



ut, 



i^ ..g-iz.= c„-^)' |;4,„,i^...._|^.] 



Subitltuirt mui dJesm Werth der Reihe In S, 

nmlnS-» •-' * 1— «»9 
mithin 

Man sieht hleraiu, dass Z. zwischen den &enzen x = :f: 1 von derselben 
schwankenden Natur Ist, wie X.. FBr x = o wird 6==: - , stn0=l, also 

Z.= (^y8fi..!^, oder:Z^ = o, und Z^ = (-i). (^)^, 

was mit dem In ii'2 gegebenen Wertii von Zt,^ fttr x = o Uberdostinunl, Indem 

2.4. 6. ...2n 
nadi der Formel von Wallis das Produkt ö-f-t — ^s— tt; '*''"'"*''®^^*''*™'"' 

den Werth (^^ i 

7.) Es wird nun nicht ohne Intwesse seyn, zu untersuchen, welche Punktton 



X erzeugt durch ihre Entwicklung nach Potaum von r; mit andern WtHlen, di« 
Summe der Reihe 

Z, + Z,r + Z,r'+--+Z.i-+-- 
zu suchen. 

Man kann zu derselben durch Tolgende Befrachtung gelangen. Aus der Re- 
lation Vn nnd der CU^chni^ (4.) erhält man 

und hieraus 

(2ii+0xZ.-(n+l)ZH.. =n.^X.-, + ».^~X„. + .■. = ii.Z^, 

FolgUch gilt nir die Polynome Z (nn4 miüiin auch (Ur die Integnde Y) dieaelbe 
Relation, weldie iwischefl den X beateht, nimUdl 

n Z.., — (2n+l) I ü + (n+1) 2», = o (8. 
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Bus^eaominea ftkr n := o, da Z, = und Z, = 1 Ist, wührMid dieifl Relatkn 
flir X auch noch ftlr n = o gÜMg Ist. 

Mittelst dieser Relation (8.) suchen wir nun die Sumine der Reihe 
Z,+Zjr+Z,r» + .. . 
indem wir den en^egengraetzten Gsog befolgen vor dem, welchen man einschlügt, 
am aus der entsprechenden Reihe von X die entsprechende Relation für X zu 
suchen. 

Es folgt nümlich ans der Gleichung 

(1 — 2ri + r»)~' = X, + X,r + V* H 

durch DiOerentlatlon die Gleichnng 

(X, + X^r + X.r»+....) (x-r) = (l-2nt + r«) (X, +2X,r+3X,r»+ .■■) 
und hieraus die Relation VH. Besteht timgekdrt diese Relalion, so besteht auch 
diese Gleichung zwisdien der Reihe und Ihrem Differential. Da nun zwischen 
den Z die Relation' (8. besteht, so besteht auch dieselbe Gleichung zwischen der 
Reihe und ihrem Differential, mit der Ausnahme jedoch, dass, wBhrend vorige 
Gleichnng flb* dm von r unabhängigen Theil X^ — xXg = o gibt, sie für die 
Reihe von Z geben mnss Z^ — xZo — 1 - o oder Z^ — l = o, da Z« = o ist El 
Ist also In diesem Fall der linken Gleichungsselte noch das unabhängige Glied -f* 1 
belzuftigen und man erhält somit, wenn man 

Z, + Z,r+Z,r« + ... = S 
setzt, die CRelohung 

l+S(x-r) = (i-2ri+r')^ 

oiet 

dS x-r „ 1 



<lr l-2rx+r> l-Jri + r' 

deren lolegral Ist 

S = (1 — Srx+r«)~' /(l_2rx-|-r')~' dr 
DaS = ofltrr=o, so mnss des Intagnd so geRommen werden, dtH 
«s Or r=s verachwüidet. Es ist b]so 

iZj- = Cl— 2ri+r')~'^a— 2ri+r«)"^dr * 

Fttn isan die htegrstlon nu, so erUlt man 

i2ir-=(l-2ri+r«)-*.log. - A+J- ^ 

»-'-H/l-2ri + r> <*• 

rapi=lwlrdZ. = i + -i + 4H 1-— und MtUct 
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ji^log.jij = r+«+i)r' + a + -l- + -J-)r' + .... 
eine Reihe, von deren RlchUgkelt num sich leicht Uberaengen kann. 

Für x=o hingegen I»IZ,.= 0, Z.g, =(- DTg^^''^,^ 
nnd daher 

l°g(r + v/i+H) _ _2 , , 2._4 , a.4.6 ,^ 

y/f^i "■' 3 '+3.5' 3.5.7'''" 

Es Ist femer 

2 lXlog|^>- = (i-2ri + r>)-! , . fegg . 
Bemerkt man nun, dass 

1/1 it 1 -4- X 

(1 _ 2r X + r<)-^ dr = log . !^^— ^ = 1 log j^ 

ist, so erhalt man mittelst der Gleichung (9.) 
2Y^ = JC4X.logi±^-Z0r. 

= (l — 2rx + r»)~h/(l — 2rx + r«)~^dr-^'a — 2ri+r*)~'dr] 
oder 

S Yj- =5 (1 — 2rx+r»)~^ /(l — 2r x + r«)~^ dr (10. 

Hieraus geht harvor , dass der Werth der Summe S \jr desto mehr abnimmt, 
oder der Werth der Reibe 2Ij' sich desto mehr dem von jlogT-^- JXj' 
Rühert, je mehr sich der Werth von r dem von x nähert. NatOrUch Ist hier r und 
x< 1 vorausgesetzt Fürr = x wird lYjC^o oder jlog J^2X,x'=2tx' 
eine Identische Gleichung. 

8. Idi habe mich In dem Vorhergdteaden auf die Betntditimg der Int^r^lB 
T der Gldchung (1.) 



^ +B(n+l)y=o 



beschränkt, wenn x < i 1 
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Es länl sich nun aber hieraus leicht das allgemeine Integral der partiellen 
DiffM-enUatglejchni« IQ. 

"•""«dl 1 d., 

- .1.9 d8 - + Ä.'"e • if + »("+')y='' 

darstellen. Es ist diess die Gleichung, welcher die Polynome P. (n* 1) genügen, 
und allgemeiner fsl, wenn f (6,^) eine willkürliche Punktion von@undi^ bezeichnet 

y = // f Cö" , v-') P. sin ©' d©' dt' 
^ Integral dieser Gleichung. 

Ist y von xp unabhängig, so geht die Gleichung HL in die Gleldiung 1.) Über, 
wenn in derselben cos Q statt x gesetzt wird und es Ist sodann 
, 1+cosö 

^ = ^ ^ '"» 1=^^ ~ '■ 
ein Eweites partikulares Integral dieser Gleichung. Setzen wir nun anstatt cos 9 
den Ausdruck cosdcosO'-l-BinSsinS'cosCt/f — yj), welcher gleich einem Cosbnis 
gesetzt werden kann und mithin immer -; 1 ist, so geht X. über In P. und wenn 
wir mit Z. das bezeichnen, was Z, unter derselben Voraussetzung wird, so wird 

y = 1 P. log ■ — - — 1,, wenn man, wie In n' 1, um abzukürzen, cosScos©' 

4* sin ©sin 9' cos (i^ — V')^P ^^^ ^^ '"^^^ ^'^^ "■"> zeigen, dass dieser Aus~ 
druck y der Gleichung HL genügt 

Setzen wir zuerst | P. log r-^-^ an die Stelle von y so wh^ die erste Gleich- 
ungsseite nadi einigen ReducUonen 

- _2_ £■ u^y + -'- ^4 Vi + -^ X 

"" l-p" dp Ude/ ^ »lii"9 \i<f! J ^ 1— p" 

[d.aln9 ^ , j, 1 

»1119 de «In ' e dV/" J 

p 
Der Coetfident von -j ^ reducirt sich aber auf Null, well p^P Ist, milhlii der 

dP. 
"I 

Ee wird daher die errte Clelehaiigsselte von Ol., wenn man «P.IogT-^ satt y 
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Sfltit man nun z. statt y, so reducdrt sie sich auf ilmliche WcdM auf 

"-f^- 21"^ + »*+')'■ 

Aus Gleichung 2.) ersieht man aber, dass dieser Auadnidt dienfalis = 2 -~~ 

dp 

Ist. Es folgt hieraus, dass y = 4 P. log -r^ — Z. die ersteSelte der dcidi- 

*— P * 

ung m. = macht, also ein Integral dieser Gleichung Ist. 

Ist nun F (S, y;) eine xvrelte willkürliche Funktion von 9 nnd ^, so ist 
mllhln aach 

/J F CÖ'.V') [i P. 1»« I? - I.] »*" Ö" ^^ «"V' 
ein Integral dieser Gleichung und flu- vollständiges Integral, welches zwd will- 
kürliche FunktioneR enthalt, ist 

//(ief,y/)P.siaS'de'iil/ + //F(ö',v') 

[,_ , l + cosöcos©' + sin©sfn©'co8(tft— v') T, „..„.j - „ 
iP.logT-! -^ - ^1 . - ^ =r — — ^ — 1. l»lnS d© dtA X. 
' *1— cosöcos© ~sinöslnWcos(^— ^) J ^ 

wo Z. ein Polynom von cos©', sinö'cosy»' und slnö'slntp' vom (n— Ij^Grade 

ist, gegeben durch die Gleichung (n* 4.) 

,^2n-l . ^Zlp 1 2»-9 

Nhnmt man die Integrale in (X) von ©' = o bis ©' = n und von ^' = bis 

»ft' = 2rt, so Ist der erste Thell = s— tt V, wo T, das n" Glied In dw EnU 
■r ' 2n+l 

Wicklung von f (6, t/«) ist (n' 1.) Das zweite parUknlilre Integral in (X) Ittsst sldi 

In diesem Falle durch eine Reihe solcher Polynome ^setzen. Ea ist nämlich klar, 

dass die Gleichung 6.) (n* 4.) auch noch gOUig bleibt , wenn man darin p statt x 

setzL Hledorch wird sie 

, 1 + coa © cos ©' + sin Q sin ©' cos (iff — ift^ _ 

' ' ^ 1 — co8©co8© — 8in©sin© cos(^-^') ~ 

s ?^+i p. m 

(m — n) (n+m+1) 
Subsitairt map diese Rdhe in den zweien Theil von (X), so wird denelbe 

Seilt man 
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wo die V Bhnlldie Polynome sind, wie die T (n* 1), so idmml das zweite partikuläre 
Integral der Gleichung III. folgende Vwm an 

i ^^_, 

(m— njm+n+l) - 

wo lieh die Summe 2 auf alle geraden Zahlen von m = o bis m=co erstreckt, 
wenn n ungerade, hingegen auf alle ungeradm, wenn n gerade Ist. 

9. Ich kehre nun zur Gleichung 1.) Z)u-ilck. Die Kenntniss des yollständlgen 
Integrals dieser Gleichung Hihrt unmittelbar 'zur Summlning einer Classe hyperge- 
ometrlBcher Reihen, welche logarithmische und bigonometrische Funktionen als 
^ezielle Fälle enthatten. 

Integrlrl man nflmlich Gleichung 1.) diuvh unendliche Reihen, welche nur 
gerade Potenzen von x enthallen, wenn n ungerade, hingegen nur ungerade 
Pot^izen von x, wenn n gerade, so müssen dieselben in dem Integra) CY, ent- 
halten oder iem Y, bis auf einen constanten Paktor gleich seyn. 

Ist X < 1 und n ungerade, so erhült man 

¥ - A /* " ("+*> ,■ -L ("-2) n ■ Cn+1) (n-t-3) ^ . \ 

Y. _A,^^1--^ X + 1.2.3.4 ^ -+■ j 

oder wenn man nach der gewöhnlichen BeMichnung faypergeometiischer Reihen 
, , •. b, , a (a+1) b (b+I) , 

r. = { X. log l^_ Z. ^ A. r (- i n, i (n+1), i, x') (il. 
Der CoeBdenl A. Ist hier offenbar == — Z. Rir x=o, folgUch (n*2.) 

/3.3. . . n 



Ist X < 1 uiid n gerade, so findet «an 

-0 (n-)-2) , ,(n~ 

2.3 ■'" 2.3.4.5 



. =A.^x 



(n -1) (n-)-2) ^, , (n-3)(n-l).(n4.2)(n-H) _ 



oder 

r. = J X. log 1^ - Z. = A. x.F (- i (n-i), J (n+2), J, x') (12. 

Z. 
der Faktor A. hat hier den Wertb von X, — — für x=o. 
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Der Werlh von X, fllr x=o findet sich aus n*. i. = (—1)' --■ ,".'' — -. 

^.4..n r 
Z. 
um aber den von — ohne Mühe zu finden, müssen wir auf die Uerleitung von 

Z in n". 2 zuiückgehen. Es war daselbsl Z. = — £ ~ — -^ ■ x, die Summe S 
auf alle positiven Wurzeln von X,=o aus^dehnt. Hieraus folgt für x=:o, 
— ^ — \£-{- Nun fanden wir aber ebendaselbst —— ^ S B 



X,' (x"— o*)' 

= ^?loder(laO = ^^J Ist 

Hieraus folgt nun Rlr x =: o 

-= ---^ X..-- = ^ = (-1)' ,^ 3 („_,) ■ 
Es Ist also In diesem Falle 

2.4. ..n 



*. = (-«' 



».3...(n— t) 
iO. Ist X > 1, so ist, wie Ich schon AnTangs bemerkle 

r.^4X.iog^-z. 

and es iHsst sich die Reihe ans diesan Integral selbst entwickeln. 

Setzt man, wie früher, X. = a^"' x" + af' x^* + a^' x^*+ ■ - ond fllr 

t l"*? — T-dieRdhe - + -«-■ -7- + ■ ■ ■ , so erhöh man in da- EnlwJckhuig 

von jX. log —-J folgende l^eder mit poslUvea Potenzen von x 
aV> X-' + I at'ijr-' 4- ■■■■ 
+ •. ( 
Nach Gleichung (7.) ist aber diese Summe gerade unser Z, und es yer- 
schwinden mithin diese Glieder aus der Entwicklung von Y,. Femer erhilt man 
fitr die negativen Potenzen voA x 

+2^M +zh'^'} +2T-3"'' +^'=-M 
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Nun sind aber die Ck)efBcienteii von , , u, 8. w. nichts an- 

dwes als /r-* X.dx, /x-*X.dx, /x-'X.dx, u. 8. f. für x=l, und da alle 
diese Integrale nur ungerade-. Potenzen von x enthalten und vermöge der Blgea- 
scbafl (Vm.) vonX. Null werden, wenn man sie von x = + l b48 x=— 1 nlrnnt, 
so mfissen sie auch Null werden für x=:l. Unsere Reihe enlbült also nur die 

Potenxen von x von - - abwtirtg und die DoefBctenten dar Reihe sind die Werthe 

x^' 
der Integrale / x" X. dx, /x^'X.dx, u. s. f. fUr x^l. Man kann sie finden, 
Indem man die Potenzen von x in Reihen von X verwandelt, oder auch onndttelbar 
ans der INffea-entialgleidtBiig besUmmen. 
Kan erhält sodann 
_A^ / (n+l)(iH-2 ) J (H-l)(n+2>(r.-f-3)C+4) 

■ " X**-' \ 2.(2n-H3) x*""*" 2.4.(2n+3)C2n+5) 

oder 

.T,= iX.log^ ~Z. = ;^F A(i«+l).i(''+2)aC2i'+3), ;^)(13. 

Dm- Coeffideut A. Ist ^ / x* X. dx und dieses Integral ist leicht zu finden. 
Denkt man sldi nttmllch x* nach X entwickelt, so dass xr=AX,-4-BX^,-f-- ■ ■ so 
l«l/x'X.dx = A/ X,'dx = n-jÄ ^ ^^° """" ^^ offenbar der Coef- 
Gdent von x" In AX, gleich 1 seyi^ folglich, da X, = — .' "' x" +■■■ 

'"'' * ~TX^(^i=i)" '»■■«°/'^X.ax=:i/'x-X.dx=:^^ AlBl, 80 
wird 

_ 12-3. ...n 
*•" 1.3.5...(2n+l) "* 

ntr gerade sowohl als ungerade n. 

11. Allgemeinere Reihen als die vorhergehenden erhSlt man ans der Gleldi- 
ung IV., deren Integration sich auf die der filejphnng 1.) znrttckfllfaren lüsst. 
Setzt man nämUch In der Gleichung 

(l~x*)~?z BUtt y, so geht sie in folgende lUier 

«-!') ^ + 2 (B-i) .. ^ + (n -nH-l) (n+m) 1=0 (14. 
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Dlffereniirt man dleae GJelchnng, so erhält man eine Gleichung deraelben 
dz 
Farm, nur steht -j- an der Stelle von s und m — 2 statt m. Da also bti jeder 

Differentlalion m sich um zwei Einheiten vermindert, so erhält man, wemi man 
m— 1 mal differeiuirt 

und durch nochmalige DtfferentiaÜon 

(i~x*} -—— 2 X _-— + n (n+1) — — = o 
dx^" dx"+-* dx" 

Diese Gleiefcong hat aber In Beeng auf — — ganz dieselbe Form wie Gleich- 

nng 1.) und es ist mJÜiin ihr vollstiindiges Integral In Bezug auf — 

d-z 

j^ = C.Y. +C'.X. 

WD C und C' beliebige Constante sind. Hieraus folgt 

Zz=C /" T. dx + C /■ X, dx (15- 

Dlese m fachen Integrale lassen sich aber durch Dlirerentlal(|UOlJenten von 
T und X ausdrucken. 

Die Glaldiung i.) gibt durch (m— 1) mabge Dtfferentlallon (n* 3.) 

(*-^') -^ßfT - 2 m X -^ + (n+m) (n-m+D-^^^^o 

Muhipllclrt man diese Gleichung mit (1— x')*^', m lüsstsle sich auf folgende 
Art sdirelben 

j; = - (n+m) (n-m+l) (l-,.)-._J-, 

Hieraus folgt 

.. ,. ?j 



• = - (n+m) (n-m+l) . 



=+(n+m)(ii+in-J) (n-in+l)(ii-ni+?)(l--,')l^'il^ 
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■Dan a aul drihrenxjrt 

d- Cl-xT -A 

— — ü^ = (-ir (n+rn) (a-m+Oy (la 



A '<■' = ,„■..„. .'".'L-Ul. ■ "-'•)■ -£ ««■. 



" (n+m) .... (n— m-^-l) '^ dx- 



Setzt nan In 16.) fUr y ijas partikuläre Integral X. und ia:=n , so wird, da 
d-C«'-!)- 



^ = 1.3.ä...(2n-l)H 



'^ ~ 2.4.6..2n dx- 

JacobI und Ivory*) gaben diesen Ausdruck fUr X, mlUelst der Lagrunge- 
schen Reihe. SeUl man ihn staU y In die Gleichung (161) so erhalt man den von 
Jacobi gegebenen Satz**) Über die DifferentlalquuUenlen von (x' — 1)*. Vor- 
liegender Beweis stutzt sich allein auf die Differentialgleichung und hat daher den 
VorÜidl ZD zeigen, dass die Gleichung (16.) nicht nur eine Eigenschaft der X, 
sondern auch des andern partlkulliren Integrals Y, enthält. Nur sind die Con- 
Staaten der InlegraUon in (16') für X und Y verschieden zu b^sUnuneu. Denn 
wlUvend fOr y^C. alle Integrale In (16') Null werden müssen ftlr x=:+l, enthält 
tür y=y. die rechte Seit« das von dem Faktor (1— x') freie Glied 



fl-x')- X. ■ 



dr log 



dir 

und die Constanlen der Integration sind demgemäss zu bestinunen. 

Mittelst Gleichung 16'.) tässt sidi nun das Integral dfv Gleichung 14.) auf 
folgende Art schreiben 

und das vwi CMelchnng IV. 

, = ,_,,. [c.^ + c..^^;| 

Das zweite partikuläre Integral In der letzten Gleichung lit das Polynom, 
welches nach der gewöhnlichen Bezeichnung in n* 1. P.,. genannt wurde. 

•) PhilowpUMl TnWMtioB«. 1834. Fni D. 
••} Grelle, Jen«, t. Halb. Bd. IL 
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12. Integiirt man die Gleichung 14.) aof die bekannte Weis« durch unmd- 
liche Reihen, so müssen dieselben dem Integral (1 — x')^ -t- ' entsprechen. Be- 
halten wir dle.frtUiMFe. Bezeichnung; hypagtwmeliiwher Reiben bei, so vrird, 
wenn x< 1 und n-^m ungerade ist, 

(1— x')- ^ — A. F (— ; (n+m), \ (n— m^-l), ;, x'> Cia 

wenn x<l und n-f-m g^vde ist, 
d~Y 
(1— x'r j-^V = Ax.F(-i(n+in-l), l(n-m+2), J, x") (19. 

Um die Coeffidenten A In diesen Gleichungen zu besliiiinifin , bemerke lob^ 
das» der Faktor (1 — x*)" dfyaiir keinen Elnfluss übt; sie niUsüen daher gleich 
seyn den CoefBctenten von x" und x* In iem ra*" Differential der Beihen, welche wir 
in n* 9 iUr Y, erhalten haben. 

Hieraus ergeben sich folgende Fülle: 

Wenn n ungerade und m gende, 

*-' " 1.3...Cii-m) 

Wenn n nngemde und m angerade 

1.3...(n— m— l) 
Wenn n gerade und m gerade 

2.4.. .(n+m) 



A = (-1) 



1.3...(n~m— 1) 
Wenn n gerade and m ungerade 

A - ( 1,"^' 24.. .(.+».^1) 

in allen Fällen, in welchen der Zähler oder Nenner von A nach diesen Formeln 
oder, — 1 würde, wie z. B. tUr n=m oder n^o, ist (Qr diesen Zähler oder 
Nenner 1 zu nehmen. 

Ist x>l, so beginnt die Reibe filr Y., wie wir In n' 10 sahen- mit -—^ 

Da nun nach 15.) z == C / T. dx Ist, so folgt, dass die Reihe Tiir z mit — ^^ 
beginnen müsse. 
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> wird 



. (ii-iii+l)Cii-iii+2) _ (i.-oi+l)(n-i«+2)(n-m+3)(iH-iii+4) 

2.(2n+3) ^ 2.4. {2n+3) (2n+5) 



«-«■)• 2^" = i=i.Tf(T Cn-"-|-l), J (il-m+2), ■ (2,^.3), .i J 



(20. 



T. = i X. log g - Z. 

XU setzen Ist 

Um den Faktor A n besltminmi, däTwemfre man' mnal, ao erhxit man 

^ =(-lrCn-m+l)(n-m+2)...ii.-j^(l+ ..) 

also Wmöge Gleichung 16.) 

^- ^ Cii+l)Cn+2) -{ii+m)"^»^ <*+ ■■ > 

Diese Entwicklung TonY, muss aber dJeselbe seyn wSlchewtr In n*tO ßind«i. 
Es Ist also 

_A ^ 1.2.g:..n 

(n+l) n+2) •- (n+m) ~ 1.3.5..(2n+l) 
und 

1.2.3.4...(n+m) 
1.3.5.:. (2d+I) 
für gerade und ungerade Werthe von n und m: 
Ist n=ni^o, SD ist A=:l zu setzen. 

Für m^o gehen die Gleichungen 18.) 19.) 20.) In die Gleichungen 11.) 12.) 
13.) Ober. Die Gleichung 20.) enthält die Reihe, welche Heine In der n'l er- 
wähnten Abhandttuig benutzte. Sie Ist hier sununirl für ganze pesltlve Werthe 
von m, welche = oder <n sind. Denn' nur filr solche gilt die Glticfaung 16'). 
Ich werde aber an einem andern Orte zeigen, wie sich die Summe dieser Reihe 
Immer durch logarllhmische oder algebraische FlinkHonen darstellen lisst, es mag 
m eine positive oder negative, ganze oder gebrodiene ZaU seyn. 
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13. fis wird hier passend sein, eine Bemerkung einzuschalten über die Art 
und Welse, wie die vorhergehenden Gleichungen abzuändern sind, wenn x die 
Imaginäre Form x\/— 1 annimmt. 

Da das Integral einer Differentialgleichung dieselbe identisch macht, so Igl 
es klar, dass das Integral der Gleichung 1.), welches nlr In u' 2. geAinden haben, 
auch noch das Integral dieser Gleichung seyn muss, wenn x in xv^ — 1 Obergehl. 

Es verwandelt sich aber In diesem Falle ^ log ■—- in (arclg.x + K«) y/~i 

und 4 log —-7 In (arctg.x + (K + 4) re) l/— 1, wo K irgend eine gante 
Zahl bedeutet. Da aber das allgemeine Integral der Gleichung 1.) die Form 
C I -^ ^ log Z. I 4' C X, hat , so sieht man , dass die Constanten 

KfT \/ — 1 oder (K + ^ynV — 1 mltX. mulUpIlcirt aus dem partikulären Integral 
CY, weggelassen und mit dem andern C'X, verbunden werden kdnnen. 

Bezeichnen wir ferner mit X*, und Z', ^ — 1 das, was X, und Z, werden, 
wenn man darin xv^^ statt x setzt, f^ gerade n, und mit X', v/— lundZ'.dle 
W«^e von X, und Z. Li demselben Falle, wenn n ungeradti Ist, so sind X'. und 
Z. reelle &dssen. Es wird sodann wenn n gerade, Y, :=^ (-^X', arctg.x 
— Z'j l/ — 1, und wenn n ungerade, T, ::^ — X', arctg.x — Z',; mithin das 
vollständige Integral der Gleichung 1.), wenn darin x\/ — 1 statt x gesetzt wird, 
sowohl fllr x>l als x<l, 

y = CY'. + C'X'. 
wo Y', folgende reelle Grösse bezeichnet 

Y*. = ± X'. arctg.x — Z'. 
Das obere Zeichen gilt, weim n gerade, das untere wenn n ungerade IsL 
Alle diejenigen Gleichungen nun^ welche sich unmittelbar aus der Differential- 
gleichung ergeben, werden auch für imaginäre Werthe von x gültig bleiben. Zu 
diesen gehört die Gleichung 16.), welche in diesem Fall gibt 



' (n— m+l)(n— m-f^ . .. (n+m) 
■ y = X', oder y^Y",. 
Das Integral dar Gleichung 14.) wird nun 

z = C / Y*. dx + C / x; dx 
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und kaiiD, vermöge der vorl^n Gleichung In die der 43ä(Anng 17.) aniloge 
Form 

DmgewBndelt werden. Es behalten mithin auch de Gleichungen 18.) 19.) 20.), 
in welchen Refhen summirt sind, ihre GUlUglieit, wenn man xy — 1 satt x setzt. 
Jedoch ist In diesem Falle nüher zu bestimmen, wie dtr Bogen arc^'.x zu 
ndimen ist, Indem die Constanten KnV^—i und (K+|) ny/ — i hlw nicht in 
ehier willkürlichen Constante aufgehen. 

Um EU sehen, welche Werthe hier fUr die Logarithmen zu setzen sind, müssen 

wb* auf das Integral /^ ^ zurückgehen, aus welchem sie entstanden. Wir nahmen, 

Im ersten Fall verschwindet das Integral (Ur x-o, im zweiten für x=ao_ 
Geht X in x\/—l über, so ist daher auf gidche Weise Ittr x< 1 Jtj^ • ^Z{ 
^ (arctg.x.) (/-i ohne BeiAlgung ein«- Cfflistanten zu setzen; hlng^en wenn 
""^^^^i^i^-^ = - J-TTT- /^ = C- arctg.i) /:iod. = Carc.tgjt 

— ^ ^^ ™ n^mm. Dw Bogen ßUlt also immer zwlsdien -f- j ■■«f 

n 

4' 

Demnach erhUt man ans den Gl^dnu^oi 1&) 19.) 20.) die Sonme ft^j^der 
Reihen : ' 

Wenn x<l und n-j-n ungerade: 

«+t')" -^t±X'.arc.tg.x— Z'J = A'.F(~iCn+m),4(n-m+l),4,-x') (21. 
Wain x<l und n-f-m gerwie; 

wo das obere Zeichen von X', arc (g. x eu nehmen ist, wenn n gerade, das 
untere, wenn n ungerade. Die CoefScienten A' haben dieselben numerischen 
WerUie wie die Coef&denten A in 18.) und 19.), nur die Zeichen sind vwscbleden. 
Es wird nämlich wenn n angerade und m gerade 

*' _ r '-'^ 2.4...(n+m-l) 

* - *~*' 1.3....(n-m) 
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Wavn p ■ngsnide imd m iingsrade 

A— (-1) 1 3 ,(„_„_i) 

Wenn n gwade und m ungerade 

, _ • 2.4....(n+m-l) 

Wenn n ,gerfifie und m gerade 



A' =: (— l)i- 



1.3...(n— m-1) 
.Int ]t>l, ftp wird 

i(«-m+2),i(2n+3),-iO (23- 

wo wieder das obere oder juntere Zeldien zu jiehmen ist , je nadidem n gerade 
o^ \mg)erade ist- Im ersten Falle ist 

, _ l^J 1. 2.3.4. ..(n+m) 

* - *~** • 4.3.5.. .(2n+l) ' 

In tweiten 

4.2.a.4....Cn-fm) 
4^3.5...(2n+l) 

Bemerken wfr nodi, dass flir D=m=e die Reihen In 18.) Us 23.) In die 
1+x 
htdiannten RhAmi ftr j (og?-^ und arc. (f. x Obergefaen, Indem X.=ttX. = 1) 

Z.=Z'.=o ist. 

14. Ist x>l, so verlieren die X und Z Ihre Eigenschaft, iwlscben besämmten 
Gnawwi hin and her ca sdhwwdiflB. Sie tdeften dann, wie man sich tetdit Ober- 
leugt, fllr positive x Immer posltir und wachsen mit n In das Unendliche. Das 
Integral Y, welches ftlr verschiedene WerUie to« x oder n «mA bald portUv, bald 
n^Uy wird, so lange x<l ist, verändert ebenialls seine Natur, wenn x>l wird. 
Man ersiebt nämUcb aus der Reibe 13.), dass es in diesem Falle 4ttr positiv x 
immer positiv ist und rasch abnimmt, wenn x wAdist. 

Es ergibt sich aber ^uch aus derselben R^ifae, dass Y, utn so kleiner wird, 
je grösser n ist Denn setzt man daseibat für den CoetBcienten A, asteen Werlh, 
M sieht man, da», vrem n «in dl» Einhalt wfkcfast, nicht mr die ganze Rettie 



der Reihe nm einen Paktor vermekrt werden, der <;1 M. DieBeiher,, Y, , Y.,.. 
ntmmt fdso schneller ab, als die Reihe -, — , — , . . 
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Dfts Abnehmen von Y, wenn n wä<^t, Itsst sJt^ such aus Folgendem a~ 
meisen. Ans den Relalionen YIL und 8.) f(dgt 

mtthln 
und 

^_h^J L 

Setzt man hierin für d «IlmäKg n+f, n-H2, ...oo nwt addlrt alle so eriial- 
lenen Gleichungen, so folgt, da Y. sich Immer mehr dem Werthe o, tiltUn ~ 

sich Immer mehr dem Werthe von | log — j nühert, wenn n wichst, 

So oll also n am 1 grösser wird, verschwindet Immer das erste Glied der 
Reibe. Mulüplidrt man die Gleldiung mit X., so erhält man eine fitiite [ttr Y,, 
ans welch«* lelcbt n «sehen Ist, vrle diese Grösse abnimmt wenn n wächst. 

Ans dem Abnehmen von Y oder von \ log j — -y- fttr steigende Werthe 

von n und aus dem Umstände , dass swischen den Z und den X dieselbe RelaUon 
(VII. und 8.) besteht, Usst sidi sogleich schliessen, dass Z, und X Zähler und 
Nenner des n*" Näherungswerlbes eines Kettenbruchs seyn mttssen, dessen wahrer 

Werth i log ^ Ist. 

bt BänUch d«r Kettenbmch 

b. + . 

gegeben, und nennen wir — seinen n*" Näherungsbruch, so bestehen swltclien 

5 
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Aen P und <lie RelfUmim 

P^, =a^, P_, 4-bH., P., 0^, =i^, 0^. + V. 0. <•- 

ausgenommen fUr n = o, In welchem Falle man hat 

P, = ».+b,P,, O,^b,0,i P, =»,, 0. = 1 (fl- 

Vergleicht man die Relationen (a.) mit den Relationen (VIL) und (8.) , so sfefal 

man, dass a,^ = — , b,^ = — ^— ■ x wird, wenn P. In Z. undO.lnX, 

übergeht. Femer wtrd P, =-Z, = i , Oj J= Xj = x, Po = Z^ — o, 0» = X, = 1, 
mithin a, := 1 , b, = X. 

Es ist also Z. und X, der Zfihler and Nenner des n*" Naherungswerthes des 
Kellenbmchs • 

1»— !_ ' (24. 

\x — • 
and der Werth des gfanien KettAnlinMlH , ins UnendUche fortg^etzt, Igt, (Ur 

Es versteht sich Ton «elbst, dass, wenn man die WerAe von Z und X aus 
dem Kettenbruch darstellen will, man die Näherungsbrfldie nicht reduciren darf. 

Da alle Zahler des Kettenbruches, den ersten ausgenommen, n^Uv sind, 
Z, x+1 
so Ist der Nähemngsbruch y Immer < ^ lOg r , und da X immer positiv Ist 

fbr posidve Wefthe von x > 1 , so mnss T, =; X, (t '»ff 7 — y~^ Immer po- 
sitiv seyn f&r solche Werthe von x, wie wir scWn ans der Reibenentwidilung (13.) 
ersahen. 

Nun erhalten die In den n*. 2 betrachteten Integrale erst Ihre eigenlUche Be- 
deutung. Man ersiehl nämlich , dass das Integral 

l-x» X», 

den n** NHherungswerth obigen Keltenbrnchs (24.) darstellt, wahrend das Integral 

J d-x") x; 
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die IMfferenz dieses Ntherungswerthes vom wahren Werthe des KtiOeabnuha 
■ bezeichnet, •vorausgesetzt, dass f > 1 Ist. 



M 



(arcig. » — y) /— 1 8t«tt ilog^ 



Setzt man in dem Kettenbruch x^/ — 1 stattx, so wird nat^ n* 13 

'S 

zu setzen seyn, and man erhält nach WegschalAing des Faktors |/— 1, 
»r . 1 1 

2 ^ x+J_ «+i^ 

|x-t-|_ 3x+2^ (25. 

}x+j_ 5x+3^ 

iX+- 7x+- 

Der KetteidMiich (24.) hat, wie man leicht zeigen kaim, nur fttr x>l einen 
angebbaren Werlh, wilhrend letzlerer Keltenbnich auch ftlr x < 1 convergent bleibt. 
Die Gleichung (25.) wird mithin auch fOr x '^ 1 bestehen. In der That gibt sie, 

wenn x -= 1 ^setzl wird, eluea bekannte Kettenbmch fltr -2- ; und wenn x = o 

gesetzt wird, die bduuinle Formel von Wallis 

n 2.2.4.4.6... 



2 ~ 1.3.8.5.5... 
15. . Aus der Herleitung der Reihe ,(18.) In n*-TO ergibt sich eine wegen 
ihrer Einfachheit bemerkenswerlfae Form von Y. als bestimmtes Integral. Es zeigte 

sich BftnUch , dass die (Toefficienlen von --^ , -^ , . . . dn dieser Rsthe durch die 

Integral» A A 

/x'X.dx, /x^X.dx,... 

dargestellt werden können. Setzen wir statt dieser Integrale die gleichgeltenden 

i /x'X.dx, i /x'**X,dx... 

und bemerken wir, dass die ähnlichen Integrale mit niedrigem Polenzen von x 
sämmliich ^ o sind und ebenso auch die Integrale 



ß-^i^,/. 



i*X.<lx, 
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so erhalten wir 



•■=4-(i/^''"-^') 



wo sicfa die Summe S von m = 1 bis m =^ oo erülrockt. Schreiltüii w!r iiitler 
dem lategralzelchen a statt x and A, statt X. und ßlhron tirc Sumniatluii uus , so 



^ X — a 



(26. 



wenn x > 1 Ist 

Dieses Integral lüssl sich noch unter eine andern For;n brln/on. Sützl man 

fBr A. den Ausdruck -, — , .. ■ » ■ ; ^ («' U) und ialegrirt n"" par- 

2'. l . £ , 9 . , n da* 

tlelt, so erhalt man 



..^f:.-^/#-^ <••-"- 



2". 
oder, da '-'"^ = 1.2.3...n. ; — ~^-r, ist, 



■i-f— ") i 

tr, da •'-■— ^ == 1.2.3...II. - 



'■=2» ■yö^«^-''" . ö'- 

d' Y 
Aus (26.) aiid (27.) erglbl sidi sofrleicb auch -^p^' als besUmmtes lot^raL 

Verglalcht man den Ausdruck fUr Y. in 26.) mit dem der (3oefBclentwi in der 
Reihe Y. (n*. 1), sieht man, dass (2n + l)Y. der Coemdent von A. in der Ent- 
wicklung von nadi Polynomen A ist. Es Ist daher filr x > 1 und a^l 

— — = A Y, 4- 3 . A, Y, + 5 A, Y, + (2a 

X — a 

Fttr « t= + 1 wird 

-L- =Y. +3Y, 4-5Y, + 7Y, + . ... . . 

x+1 
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und fttr I = 

i = T. -5. lY. +9.|;-|t.- + ... 

Mm bemerke, dus die hier in Reihen nach Y entwickelten FonkUonen vx 
denjenigen gehören, welche In dem n' 1 erwtthnten Ausnahmefall begriffen lind 
und nicht nach PolyntHuen X (V.) entwickelt werden können. 

Aus Gleichung (26 folgt zugleich auch folgender allgemeinere Salz: 
Wenn f(x) in eine Reibe der Form 

A, X, +AiX, 4-A,X,H 

für X < 1 entwickelt werden kann, so ist fUr x > 1 die Summe der Reihe 
A, Yo + A, Y, 4- A, Y, + ■ . ■ ■ 



durch das Integral -j / da gegeben. 



Die Reihen nadi Polynomen X sowohl als nach Y haben dio bemerkenswerlbe 
Eigenschan, dass man unmittelbar ihr Integral In Form eben solcher Reiben an- 
gebm kann. Ich werde bei einer andern Gelegenheit darauf zurückkommen. 
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Von der Formel 
d: r 1 1 xT 



Das Polynom X, kann unter die Form (n° 11.) 
^ _ . J -(»'-lr 

^- * — S? 

gebracht werden. Durch einen ähnlichen el^anl«] Ausdruck lasjt sich auch die 

Grösse X. iog. ,-_] Z. darstellen. 

Suchen wir zuerst das voUstJiiidige Integral der Gleichung (3.) 
dz 

Wir wissen, dass z =:= Z, ein Integral dieser Gleichung Ist, und dass 

Tolgl , dass auch z = ^ X. log ein Integral seyn muss. Setzt man also 

z = CX. log ' , wo C eine beliebige Constante ist, so wird die erste Seile 

der Gleichung = 4 C ■ — ; setzt man hing^en z = C Z. , wo C' ebenfalls eine 

Constante ist, so wird sie = 2 C -p . SeUt man also x :== CX. log ,^*^ — C'Z„ 
dx * l—j; 
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80 Wird der GIflIdiuiig (a.) genOgt, we« 4 C ■— 2 C* := 2 oder C' =: 2 C — 1 ist. 
Ferner sieht man ein, dass man diMem Integral ntib etn Glied C"X,, wo C" eine 
beUebfge Conslante iat, beifügen kann, well Medur^ der WerÜt der er len Glelch- 
nngsseile nidit geändert wird. Ea ist somit das vollständige Integral der Gleichung (a. 

z = CX i(^ T~ — (2 C - 1) Z, + C" X. ^ 

SubsUtHlren wir nun in Gleichung (u.) lUr X, den Ausdruck A ■^—, — 

dx" 
und jntegrlren wir hieradT n -]- 1 inal, so erhallen wir 

Al— x>) ^ dx 4.n (n + 1) A dx - a A (X» ~ ir 
Nun ist nach der Formel 

d» erste ßBed f(,l — jt") j- dx giek* 

(1— x'jAdx + Znx Adx-ndi+l) Adi, 

wwhreh die vorige GMchmg In fblgeöde aliergekt 

(1 — x") /"«'dji — 21« /lib = 2ACl" — iy 
oder 

■L /">« _ (— tr 2A 
di(l— !«)■ ~ 1— I' 
Hierias ergibt sich 

f'id, = ACx'-l)' [ijg tä + c"] 
wo C" eine wiBkOrHcIte CotutRote Ist, and folgUcli ist 

•=*-^ [»'-"■''« 1=3 + ''"^" 

€ta laXegtti der Gleichung («}. Vergleicht man dieses Integral mit dem vollstän- 
digen Integra] (ß.), so sieht num 6(^lelch> daas .es mit jenem überefnBUmmen 
rnnss, wenn man darin C ^ 1 letst. 
Es ist dalmr 

X.,.,l^-^=A.^[tx-W.g|i3 



/• 
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Entwickelt man diesen DUTerentialcoeficJenten oach der Pormal 
d-vw^ ^^r^ n . «i^, *~^ , «(o—U <i»v d-V 
"dr~~ ^ dx" "^ l ' dx' dir*- '^ ~r2 ' dx»' dj^' "^ 

so sieht man, dass das erste GUed = X, log ist, das in Y. nur halb enl- 

" 1 — X 

.halten Ist, während Z, die folgenden GUedw umfasst. 

Z. = - A fn t-X''-Jr üüi^ ^ „(„-l)d-(,'-l)- '''-'°'S I 
L dr-' in + 1.2 dr-' ilx" J 

Es ergibt sich Temer aus den Gieichungen 4. and 6. (n«. 4), dass 

S^X.I„g_-Z. j=,-j^;^X„+--^-j^.!i^+ .... 

Da in dieser £Dlwlcklang die Glieder von X, bis X. fehlen, so folgt, wenn 
wir den Aasdruck X, lug — Z, mit U. bezeichnen, dass 



f- 



' ü, X. dx s 

4 

wenn m c oder = n Ist. Pär m > n irt dw Werth dieses Integrals = — — ; — -7-, 

wenn ni-|-o ungrade, =:o, wenn m-f-n g^ade Ist. 

Wie also J Xfdx^oist, wenn tfi irgend ein Polynom von niedrigerem 
Grade als dem n*** ist, so besitzt auch U, die merkwürdige Eigensdian, dass 



/■ 



' U. 9> dl = , 
wenn ^ ein beliebiges Polynom mm n*" oder niedrigeren Grade ist. 
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H»t« IL 

Von den Gauss'schen Formeln 

Dir 

mechaolsrhe Onadratur. 



Das Vortiergehende sieht tn so engem Zaramnenhange mit den Gauu'sclien 
Formeln fUr mechanische Quadratur, ilagB leb diesen Gegenstuid kurz be- 
rabreowlU. 

Da im Allgemeinen jede Punktion f(x) zwischen den Grenzen x=: -^ 1 und 
X = — 1 in eine convergenle Reike von der Form 

A, + A, X, + A, X, + • • ■ • 

Mlwickell werden kann, so kann man sich dieser Reibe auch zwischen diesen 
Grenzen cur Interpolallon bedienen. Sind von einer FutdiUon y die n Werthe 
yi ) 7i 1 Ys ' ■ • y> g^beu , so kann man setzen 

y = A, + AiX,-fA,X,+..-|-A^X._. I. 

und nan erhält sodann durch Bestimmung der Constanten A eine Inlerpolallons- 
(bnnel, welche der Formel 

y = a, + a, X -|- a, x» + 1- a^i x""' 

entsprichl, In welcher aber die Glieder so gewdnet sind, dass das O'Ste Glied 

zugleich den enUprechenden Werlh des Integrals / ydx gibt. 

6 
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/ydx = 2A„ IL 

Bezeichnet man mit X', , X'^ , X', , . . . «He Werihe von X, , X, , X, , . . . welche 

dem ersten Argumenten>^erthe entsprechen, mit \",, X';, X'j . . . clfejeni)fen, welche 

dem zweiten Argnmentcnwerthe entsprechen u. s. f., so orgibt sich A« unmillel- 

bsr BUS den (Maichnn^en 

Yi = Ao + A. X', + A, X'j + - . . +-A_, X^. 

ti = Ao + A, x; + A, x; -1- . - . + A,_, x.-_. UL 

y, ~\ + A, X-; + A, xi + . . . + A_, x;;!, 

u. 8. f. 

Entspricht jedem positiven Arjiuient ein img;iiUves von gleichem numerischen 
Werihe, so sind die entsprechenden X mit geradem Index gleich, während die 
entsprechenden X mit ungeradem Index gleiche numerische Werthe mit entgegen- 
gesetzten Zeichen haben. Man steht sodann, dass der Werlh der Coefficienlen 
A mit geradem Index nur von den Summen y^ -}* y>! Yi ~f~ Y—tt " ^- f- abhängt, 
hingegen der der CoeffidealeD A mit ungeradem Index nur von den Dflferenzen 
y, — y, , y^i — yj , u. s. f. Es ist alsa A^ von der Form 

Ao ^ R, (y, + yj + R, (y, + y^) + • ■ • IV. 

Bilden die Argumente eine arithmetische Reihe, so findet man aus den 
Gleichungen lU. sogleich für Ag die colesischen Formeln. Fragt' man sich aber, 
welche Argumentenwerthe die TOrtbellbaftesten sind, wenn man nicht mehr als n 
anwenden will, so ergibt sich leicht die Antwort; da iiamüch die Constanle A« 
um so genauer bestimmt wird, je mehr Glieder der Reihe (i.) berUt^sichllgt 
werden, so werden diejenigen Werthe von x, welche dos nitcbste Glied dar 
Reibe I. Null machen, oder die Wnrztfln der Gteichung 



auch die vorthellhanesten Absclsseh fUr die mechanische Qiudralar dantellea. 

Die Gleichung V ist dieselbe, welche Gauss zur BesUmnnng dieser Absdase« 
gerunden hat; imr muss man darin statt x die neue Veränderliche 2x' — 1. ein- 
(ilhren , wenn man von x =^ o bis x = 1 integrirt , Indem 



yGoogle 



Da die Oeicbang V. je zwei namerisch gleiche Wurzeln mit eutgegengeselxten 
Zeichen hat (die Wurzel o, wenn n un^ride Ist, aus^nommen) , so hat auch in 
dtesem Falle A, die Form IV. Aber ea handelt skh nun um die Bestimmung der 
CoefRcienlen R. Man könnte zwar dieselben In jedem Falle unmittelbar aus den 
Gleichungen III. finden, was jedoch sehr umständlich wVre. Gauss hat eine 
Methode angegeben , um dieselben iiir jede gegebene Anzahl von Argumenten zu 
berechnen , aber ein ziemlich einfacher , allgemeiner Ausdruck Rtr diese CoelB- 
deuten mitlelsl der Wurzeln der Gleichung V. ergibt sich auf folgende Welse. 

Sind + «,+/!')+/)••■ die Wurzeln der Gleichung X. = o und y, , 
Y), . . . y. die n diesen Wurzeln entsprechenden Werihe von y, so ISsst sich 
bekanntlich die Lagrange'sche Inlerpolationsformel , von welcher die Gleich- 
ung I. nur durch die Anordnung der Glieder verschieden ist, auf folgende Art 
schreiben. 







wir faatlen nun frither gefunden (Gl. 26, n*. 15) 



V «—X 



wenn (TOo das bezeichnet, was T ~ j X. log 7 — Z. vrird, wenu man 

a statt X setzt. Diese Gleichung lässt sich hier jedoch nicht unmittelbar anwenden, 
weil sie im Allgemeinen nur gilt, wenn ot > 1 ist, wtihrend alle Wurzeln der 
Glticfaung X. ^ o kleiner als 1 sind. Entwickelt man aber Y. Tür x < 1 oder 

f X, tog-j Z, nadj stdgenden Potenzen von x In eine Reihe, wie wir 
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44 

Alesit In II*. 10 rur X ^ 1 ^Uian haben, so ttbtsrseugl man sich leicht, dass tn 
dieser Reihe der CoefBciont von xT durch das Integral — / -—^ dx darg«slellt 
werden kann, wenn man nach der Integralion x= 1 setzt. 

Wir erhaltoi dadurch 
fUr gerade n , 

liir ungerade ii, ' / 1. 

wo die Klammern | ] bezeicbnen, daas nach der IntugraUon x= 1 zu seilen ist. 

Ist nun 0! eine Wurzel der Gleichung X, = o, so Ist der Ausdruck nnter 
dem Inlegralzelchen ein Polynom und bleibt mithin endlich zwischen den Grenzen 
X = + 1 und X ^ — 1 ; femer haben die Integrale (Ar x ^ + 1 und x — — 1 
gleiche, aber entgegengesetzte Wwthe und man kann daher Iwide Integrale in 
bestimmte Integrale, zwischen den Grenzen x = -^ 1 und x :=: — 1 genommen, 
verwandeln, dadurch wird ftr gerade n 

r fj^ ^ 1 = « /j^ d, = ' / Ji^ d, 

|_yx'— «' J 2j x'-ö' 2J x—a 

und für ungerade ebenfalls 

Zugleich wird In diesem Falle (Y.), = — (ZO. und es Ist also, wenn a 
eine Wimel der Gleichung X,=o ist, 
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Ans (Hflichung c (■*2.) folgt iber, wenn nun x:=:a setzt 

wenn man glatt des dorügta B, der leicfalent Uebersicht wegen B_ schreibt. 
Ferner Ist 



^-H^hH^Ä 



wie man sogleich findet, wennman von der Gleichung X. = II(x*—a*)(x*—j9*)... 
den Logarithmus nimmt and dsnn differenzlrt. Nur fllr die Wunel x = o, bei 
DBgeraden n Ist 

Riednrch wird nun die obige Gleichung fllr / ydx 

fiix = B.. y. + B^. y. + B,. y. + .. VI. 

wobei EU bemerken Isl, dsss bei einer ungeraden Ansah! von Argumenten der der 
Wurxel X - o entsprechende PuncUonswerth den CoefBcienten 2B. haL Die Gauss* 
sehen CoefBdeoten fallen nllhin mit den Grüssen ^B^, yB<, ... B, zusammen 
und sind durch die In n* 2 gefundenen Ausdrücke fUr B als Funktionen der Wurxeln 
der Gleichung X, = o gegeben. 

Fuhrt man diese Ansdrildie in die vorige Gleli^ung VI. ein, so erhHlt tun 
folgende Formel für die mechaolsche Oiudralor: 

für gerade i, 



/ 



Hx)ix = S-, 



f(«) + f(-«) 



I! 2." d-o") («■-/»')' («■-)■■)■... 



TU 



für ungerade n 

/*J„ .,._ s fC.) + f(-.) 
_, '«"'- ^ M!J.'(l^')(.--/.')-(.--^-)-... 
/-2.4.6..11— Ix 



+-a 



i-y.m 
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alle poslliven Wurzeln der Gleichung 3i,-=o (die Wurael x— o ■usgenommen) 
' erslreckl. 

Zwischen den CoelBclenten B finden ferner folgende Relationen statt: 

: ^ "•«•■=* zun--! 

ftir jede ganze Zahl na, von m=:o bis in=:n — 1, und 



■L-ri_C ia-3.n y-| 
1+1 L u.3.5..(ii-i)y J 






'■"•" - 2n+ 

Diese beiden Gleichungen ergeben sich aus der Bestimmung des Fehlers der 
Quadratur rormel. 

Ausserdem folgt aus n* 2 

n(n4-0 
■' 2 

wo sich die Summen T auf alle Wurzeln der Gleichung X. = o erstrecken, die 
Wurzel x=:o einbegrifTen. 

Obwohl die hier betrachtete Quadraturfonnel Rlr eine sehr grosse Anzahl von 
Argumenten nicht anwendbar Ist, so könnte man aldi doch fragen, was aus ihr \a 
diesem Falle wird. Bedient man sich zur Beantwortung dieser Frage der' In n* 6 
gegebenen Näherungswerlhe von X, und Z., so ergibt sich für den CoerSctenten 
von r(a) In der Qiiadraturfbrmei der Nflheningswerth 

2(Z.). 2« . 



(S)' 



Die Wurzeln o selbst aber sind nKbemngsweise durcb den Ausdruck 
414-3 
° = °"i-n+2" 



yGoogle 



yGoogle 



